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Aufgabe 1 (5 Punkte).

(a) Sei g ein Element der Gruppe G. Zeige, dass die Abbildung

Fg : G → G

h 7→ hg

ein Gruppenepimorphismus ist. Beschreibe den Kern von Fg.

(b) Sei A eine Teilmenge von G, die invariant unter Konjugation ist, d. h. für alle a aus A und g
aus G liegt das Element ag in A. Betrachte nun die von A erzeugte Untergruppe H = 〈A〉 von
G. Zeige mit Hilfe der Teilaufgabe (a), dass H ein Normalteiler von G ist.

Aufgabe 2 (10 Punkte).

(a) Sei p eine Primzahl und G eine nicht-triviale endliche p-Gruppe mit |G| = pn für eine natürliche
Zahl n. Zeige, dass das Zentrum Z(G) ein Element der Ordnung p enthält.

(b) Sei G eine Gruppe derart, dass die Quotientengruppe G/Z(G) zyklisch ist. Zeige, dass G abelsch
ist.

(c) Schließe daraus, dass jede endliche Gruppe der Mächtigkeit p2 abelsch ist.

Sei nun G eine endliche Gruppe der Mächtigkeit 20449.

d) Zeige, dass jede Sylow-Untergruppe von G ein Normalteiler ist.

e) Schließe aus (b) und aus der Aufgabe 4 auf Blatt 3, dass G abelsch sein muss.

HINWEIS: Inneres direktes ...

Aufgabe 3 (5 Punkte).
Sei I ein Ideal des Ringes R der 2× 2-Matrizen mit Einträgen aus Z.

(a) Zeige, dass die Menge aller Einträge an der Stelle (1, 1) von Elementen aus I ein Ideal J des
Rings Z bilden.

(b) Schliesse mit Hilfe elementarer Matrixoperationen, dass I die Menge aller 2 × 2-Matrizen mit
Einträgen aus J ist.

Die Übungsblätter können zu zweit eingereicht werden. Abgabe der Übungsblätter
im Fach im Keller des mathematischen Instituts.


